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Απαντήσεις  Μαθηµατικά Κατεύθυνσης  2012 

 

ΘΕΜΑ Α 
 

Α.1. Σχολ. Βιβλίο, Θεωρία, σελ.253 
Α.2. Σχολ. Βιβλίο, Θεωρία, σελ. 191 
Α.3  Σχολ. Βιβλίο, Θεωρία, σελ. 258 
Α.4. α.→  Σ          β. →  Σ          γ. →  Λ             δ. →  Λ              ε. →  Λ   
    

ΘΕΜΑ Β 
 

Β.1. α΄ τρόπος: 
Αν z x yi , x, y= + ∈ℝ , η σχέση (1)  γράφεται:  

2 2 2 2 2 2 2 2(x 1) yi (x 1) yi 4 (x 1) y (x 1) y 4 x y 1− + + + + = ⇔ − + + + + = ⇔ + = . 

Άρα ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z  στο επίπεδο είναι κύκλος µε κέντρο 
την αρχή των αξόνων και ακτίνα 1ρ = . Συνεπώς z 1= . 
 

       β΄ τρόπος: 
Η σχέση (1)  γράφεται: (z 1) (z 1) (z 1) (z 1) 4 (z 1) (z 1) (z 1) (z 1) 4− ⋅ − + + ⋅ + = ⇔ − ⋅ − + + ⋅ + = ⇔  

z z z z 1 z z z z 1 4 2 z z 2 z z 1⋅ − − + + ⋅ + + + = ⇔ ⋅ ⋅ = ⇔ ⋅ = ⇔   
2

z 1 z 1= ⇔ = . 

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z  στο επίπεδο είναι κύκλος µε κέντρο την αρχή 
των αξόνων και ακτίνα 1ρ = . 
 
Β.2.   

• Είναι 1z 1=  και 2z 1=  

• 
2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2z z 2 z z 2 (z z ) (z z ) 2 ... z z z z 0− = ⇔ − = ⇔ − ⋅ − = ⇔ ⇔ ⋅ + ⋅ =   

• 
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2z z (z z ) (z z ) ... z z 2(z z z z ) 2+ = + ⋅ + = = + + ⋅ + ⋅ =  

 Άρα, 1 2z z 2+ = . 

 

Β.3.  Έστω w x yi= +  

Είναι:
2 2

2 2 x y
w 5w 12 x yi 5(x yi) 12 4x 6yi 12 ... 4x 9y 36 1

9 4
− = ⇔ + − − = ⇔ − + = ⇔ ⇔ + = ⇔ + =  

Άρα ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του w είναι έλλειψη µε µήκος µεγάλου ηµιάξονα  3α =  και 
µήκος µικρού ηµιάξονα 2β = . 
Αν A ',B,B ',B  οι κορυφές της έλλειψης, τότε: A '( 3,0) ,B(3,0) ,B '(0, 2),B(0,2)− − . 

• Έστω M(w)  η εικόνα του w . Είναι (OM) 2 (OM) 3β ≤ ≤ α⇔ ≤ ≤ . Άρα, 2 w 3≤ ≤ . 

Εποµένως 
max

w (OA) (OA ') 3= = =  και 
min

w (OB) (OB') 2= = = . 
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Β.4. α΄ τρόπος: 
Με τη βοήθεια του σχήµατος προκύπτει ότι:  

max z w (A ') 4− = Γ =  

min z w ( ) 1− = Β∆ =  

        β΄ τρόπος: 
Με εφαρµογή της τριγωνικής ανισότητας και επειδή z w w z− = −  έχουµε:  

w z w z w z w 1 w z w 1 (4)− ≤ − ≤ + ⇔ − ≤ − ≤ +  

Όµως από Β3 προκύπτει: 2 w 3≤ ≤ , 

Άρα w 1 1− ≥  και w 1 4+ ≤ . Τότε η (4)  γράφεται: 1 w z 4≤ − ≤ . 

 
ΘΕΜΑ Γ 
  

Γ1. Η f  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  µε 
x 1 1

f '(x) ln x ln x 1 , x 0
x x

−
= + = + − > . 

Είναι f '(1) 0=  (προφανής λύση) 

Η f '  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  µε 
2

1 1
f ''(x) 0

x x
= + >  για κάθε x 0> . 

Άρα f '  γνησίως αύξουσα στο (0, )+∞ , συνεπώς η προφανής λύση είναι µοναδική. 
Οπότε για 0 x 1< <  ισχύει f '(x) f '(1) 0< =  και για x 1>  ισχύει f '(x) f '(1) 0> = . 
Εποµένως προκύπτει ο πίνακας των µεταβολών: 
 
 
Άρα, η f  γνησίως φθίνουσα στο 1 (0,1]∆ =  και f  γνησίως αύξουσα στο 2[1, )∆ +∞ . 

 
Είναι: 

x 0 x 0
lim f (x) lim[(x 1) ln x 1]

+ +→ →
= − − = +∞  και 

x x
lim f (x) lim [(x 1) ln x 1]
→+∞ →+∞

= − − = +∞ . 

• Η f  είναι συνεχής στο 1 (0,1]∆ =  και γνησίως φθίνουσα. Άρα, 1
x 0

f ( ) [f (1), lim f (x)) [ 1, )
+→

∆ = = − +∞ . 

• Η f  είναι συνεχής στο 2 [1, )∆ = +∞  και γνησίως αύξουσα. Άρα, 2 x
f ( ) [f (1), lim f (x)) [ 1, )

→+∞
∆ = = − +∞ . 

Το σύνολο τιµών της f  είναι το 1 2f (A) f ( ) f ( ) [ 1, )= ∆ ∪ ∆ = − +∞ . 

 

Γ2. Για x 0> : x 1 2013 x 1 2013x e ln(x ) ln e (x 1) ln x 2013 f (x) 2012− −= ⇔ = ⇔ − = ⇔ = . 

Το 12012 f ( )∈ ∆  άρα υπάρχει 1 1x (0,1) : f (x ) 2012∈ =  (από Θεώρηµα Ενδιάµεσων Τιµών) (όπου 1x  

µοναδικό αφού f  γνησίως φθίνουσα στο 1∆ ) 

Οµοίως 2...f (x ) 2012= . Άρα, η εξίσωση έχει 2 ακριβώς λύσεις. 

 
Γ.3. α΄ τρόπος: 
Θα δειχθεί ότι: f '(x) f (x) 2012+ =   για 0 1 2x x (x , x )= ∈  ή 

  x x xe f '(x) e f (x) 2012e+ =  για 0 1 2x x (x , x )= ∈  ή 

  x x(e f (x) 2012e ) ' 0− =  για 0 1 2x x (x , x )= ∈   

Έστω x xg(x) e f (x) 2012e= −  για 1 2x [x , x ]∈  

• g  συνεχής στο 1 2[x , x ]  

• g  παραγωγίσιµη στο 1 2(x , x )  µε g '(x) ......=  

• 1x
1 1g(x ) e (f (x ) 2012) 0= − =  από Γ2  και 2x

2 2g(x ) e (f (x )2012) 0= =  από Γ2 

Από Θεώρηµα Rolle: υπάρχει 0 1 2 0 0 0x (x , x ) : g '(x ) 0 ....... f '(x ) f (x ) 2012∈ = ⇔ ⇔ + = . 
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        β΄ τρόπος: 
Έστω η συνάρτηση 1 2g(x) f '(x) f (x) 2012, x [x , x ]= + − ∈    

• Η g είναι συνεχής στο 1 2[x , x ]  ως αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ συνεχών συναρτήσεων. 

• 1 1 1 1g(x ) f '(x ) f (x ) 2012 f '(x ) 0= + − = <  γιατί 1f (x ) 2012=  και 1f '(x ) 0<  για 1 1x ∈∆ . 

• 2 2 2 2g(x ) f '(x ) f (x ) 2012 f '(x ) 0= + − = >  γιατί 2f (x ) 2012=  και 2f '(x ) 0>  για 2 2x ∈∆ . 

Τότε, 1 2g(x ) g(x ) 0⋅ < .  

Από Θεώρηµα Bolzano υπάρχει 0 1 2x (x , x )∈  τέτοιο ώστε 0 0 0g(x ) 0 f '(x ) f (x ) 2012= ⇔ + = . 

 
Γ4. Είναι g(x) (x 1) ln x= −

 
συνεχής στο (0, )+∞ . 

• g(x) 0 (x 1) ln x 0 x 1= ⇔ − = ⇔ =  

• g(x) 0≥  για κάθε x [1,e]∈ , άρα  

e e

1 1
E g(x)dx (x 1) ln xdx= = − ⇔∫ ∫

2 2e

1

(x 1) e 3
E 'ln xdx ......

2 4

 − −
= = = 

 
∫   

Εφαρµόζοντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες. 
 
ΘΕΜΑ ∆ 
∆1.   

• f  συνεχής µε f (x) 0≠  για x 0> . Άρα η f  διατηρεί πρόσηµο στο (0, )+∞ . 

• Αν 
2 2x x 1

1

x x
g(x) f (t)dt , x 0

e

− + −
= − >∫  τότε 

g(x) 0 ά x 0

g(1) 0

≥ για κ θε > 


= 
 Άρα 0x 1=  θέση 

ελαχίστου. 

• Η συνάρτηση f  είναι συνεχής, άρα η συνάρτηση 
x

1
f (t)dt∫  είναι παραγωγίσιµη ως σύνθεση 

παραγωγίσιµων συναρτήσεων. Άρα η συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιµη ως αποτέλεσµα πράξεων 

παραγωγίσιµων συναρτήσεων µε: 2 1
g '(x) (2x 1)f (x x 1) (1 2x)

e
= − − + − −  για x 0> .  

Άρα 
1

g '(1) 0 f (1)
e

= ⇔ = −  (Θεώρηµα Fermat) οπότε f (x) 0<  για κάθε x 0> . 

* Για x 0>  έχουµε: 

x x x

1 1 1

ln t t ln t t ln x x ln t t
ln x x dt e f (x) ln x x dt e f (x) dt e

f (t) f (t) f (x) f (t)

   − − − −
− = − + ⇔ − = + ⇔ = +   

   
∫ ∫ ∫ .  

Τότε: 
x x

1 1

ln t t ln t t
dt ' dt e

f (t) f (t)

 − −
= + 

 
∫ ∫  ή  

x x x x

1 1 1

ln t t ln t t ln t t
dt e ' dt e dt e ce , x 0

f (t) f (t) f (t)

 − − −
+ = + ⇔ + = > 

 
∫ ∫ ∫ .( εφαρµογή σχολικού σελ. 252) 

Για x 1=  , e c e c 1= ⋅ ⇔ = . Άρα 
x x

1

ln t t
dt e e

f (t)

−
+ =∫  τότε 

x x x x

1

ln t t ln x x
dt e ' (e ) ' e f (x) e (ln x x) , x 0

f (t) f (x)
− − −

+ = ⇔ = ⇔ = − > 
 
∫ . Άρα, η f  παραγωγίσιµη στο 

(0, )+∞   ως γινόµενο παραγωγίσιµων συναρτήσεων. 
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∆2.  Είναι x

x 0 x 0
lim f (x) lim[e (ln x x)]

+ +

−

→ →
= − = −∞ . Θέτουµε 

1
u

f (x)
= . Όταν x 0+→  το u 0−→ . Τότε:  

2
2 2 2x 0 x 0 u 0 u 0 u 0

1 1 1 u u ( u u) ' u 1
lim f (x) f (x) lim u lim lim lim

f (x) u u u (u ) ' 2u+ − − − −→ → → → →

  ηµ − ηµ − συν − ηµ − = ηµ − = = = =  
  

 

u 0

1 u 1 1
lim 0 0

2 u 2−→

συν −
= = ⋅ =  εφαρµόζοντας κανόνα De Ĺ  Hospital γιατί ισχύουν οι προϋποθέσεις του. 

 
∆3. Είναι: F '(x) f (x) 0= <  για x 0> . (Είναι f (x) 0<  αφού ln x x 1 ln x x 1≤ − ⇔ − ≤ − ) 

( )x x

0

1 1
F''(x) f '(x) e ln x x 1 e x 1 ln x 0 , x 0

x x
− −

≥

   = = − + + − = − − + > >      
 

Άρα F κυρτή στο (0, )+∞  και F ' γνησίως αύξουσα στο (0, )+∞ . 

Από F(x) F(3x) 2F(2x) F(3x) F(2x) F(2x) F(x)+ > ⇔ − > − , προκύπτει: 
F(3x) F(2x) F(2x) F(x)

x x

− −
>  

για x 0> . Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ. για την F στα [x,2x], [2x,3x]οπότε υπάρχουν:  

1 (x,2x)ξ ∈  και 2 (2x,3x)ξ ∈ µε 1

F(2x) F(x)
F '( )

x

−
ξ =  και 2

F(3x) F(2x)
F '( )

x

−
ξ =  αντίστοιχα. 

Είναι 1 2ξ < ξ  και F ' γνησίως αύξουσα στο (0, )+∞ . 

Συνεπώς έχουµε: 

1 2

F(2x) F(x) F(3x) F(2x)
F '( ) F'( ) F(2x) F(x) F(3x) F(2x) F(x) F(3x) 2F(2x).

x x

− −
ξ < ξ ⇔ < ⇔ − < − ⇔ + >

  
∆4. Θεωρούµε τη συνάρτηση h(x) 2F(x) F( ) F(3 ) , x [ , 2 ]= − β − β ∈ β β  όπου 0β > . 

• Η συνάρτηση h  είναι συνεχής στο [ ,2 ]β β  ως αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ συνεχών 
συναρτήσεων. 

• h(2 ) 2F(2 ) F( ) F(3 ) 0β = β − β − β <  (από το ∆3 για x = β ) 
h( ) F( ) F(3 ) 0β = β − β >  (διότι 3β < β  και F γνησίως φθίνουσα στο (0, )+∞ , αφού 
F '(x) f (x) 0= <  για x 0> . Συνεπώς F( ) F(3 )β > β ). Άρα h(2 ) h( ) 0β ⋅ β < . 

 
Από Θεώρηµα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ,2 )ξ∈ β β  τέτοιο ώστε h( ) 0ξ = . 
Είναι h '(x) 2F'(x) 2f (x) 0= = < . Άρα η h  είναι γνησίως φθίνουσα στο [ ,2 ]β β , συνεπώς "1 1"−  και 
εποµένως το ξ είναι µοναδικό. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Επιµέλεια:  Αθανασιάδης Κώστας

    


