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ΘΕΜΑ 2ο 
 

α. Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με [2, )+∞ f΄(x) 2(x 2) 0= − >  για κάθε . Άρα η f 
είναι γνησίως αύξουσα στο [2  και συνεπώς 1−1. 

x (2, )∈ +∞
, )+∞

 

β. Αφού η f είναι 1−1 στο [2  είναι και αντιστρέψιμη. Θέτω , )+∞ y f(x)= ⇔  
y 2

2 2 x 2 y 2
y 2 (x 2) y 2 (x 2) x 2 y 2

x 2 y 2 απορ. αφού x 2

≥ ⎧ = + −⎪⇔ = + − ⇔ − = − ⇔ − = ± − ⇔ ⎨
= − − ≥⎪⎩

Αλλά το  x 2 y 2= − −  απορρίπτεται  διότι  .  x 2≥

Τελικά  λοιπόν : 1f (x) 2 x 2− = + −  με  x 2≥
 

γ. i. Tα σημεία τομής της  και fC 1fC −  βρίσκονται πάνω στην ευθεία y=x. Οπότε:  
1 2 2f(x) f (x) f(x) x 2 (x 2) x (x 2) (x 2) 0−= ⇔ = ⇔ + − = ⇔ − − − = ⇔  

x 2
(x 2)(x 3) 0

x 3
=⎧

⇔ − − = ⇔ ⎨ =⎩
.   Άρα  τα  σημεία τομής της  και  με την ευθεία 

y=x είναι Α(2,2) και Β(3,3). 

fC 1fC −

 

ii. Επειδή η  και  είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία y=x το ζητούμενο 

εμβαδό είναι: . Άρα: 

fC 1f
C −

3

2
Ε 2 | f(x) x | dx= −∫

•   2 2f(x) x 0 2 x 4x 4 x 0 x 5x 6 0 x 2 ή x=3− = ⇔ + − + − = ⇔ − + = ⇔ =
•   2 2f(x) x 0 2 x 4x 4 x 0 x 5x 6 0 x 2 ή x>3− > ⇔ + − + − > ⇔ − + > ⇔ <
Άρα  για  κάθε f(x) x 0− ≤ x [2,3]∈  και η  f(x) x−  είναι  συνεχής  στο  .  

Συνεπώς : 

[2,3]

( ) ( )3 3 3 2

2 2 2
Ε 2 | f(x) x | dx 2 f(x) x dx 2 x 5x 6 dx= − = − − = − − +∫ ∫ ∫ =  

3 33 2 3
2

2 2

x 5x 2x 162 6x 5x 12x 18 45 36 20 24
3 2 3 3

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − − + = − + − = − + − + − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

16 15
3 3

= − + =  τ.μ. 



ΘΕΜΑ 3ο 
 

α. i. Έχουμε:  (1). Άρα  έστω  ότι :  1 2 3 1 2z z z 0 z z z+ + = ⇔ = − − 3
(1) 2 2

1 2 3 1 2 3 2 3 2 3 3 2 2 3z z z z z z z z z z z 2z z 2z− = − ⇔ − − − = + + ⇔ + = + ⇔  

( )( ) ( )( )3 2 3 2 2 3 2 3z 2z z 2z z 2z z 2z⇔ + + = + + ⇔  

3 3 2 3z z 2z z⇔ + 2 32z z+ 2 2 2 2 2 34z z z z 2z z+ = + 2 32z z+ 3 34z z+ ⇔  
2 2

2 2 3 3 2 33z z 3z z z z 1 1⇔ = ⇔ = ⇔ =  που ισχύει  
Ομοίως αποδεικνύεται  3 1 2 3z z z z− = − .  Άρα : 1 2 3 1 2 3z z z z z z− = − = −  

i i .  Από  τριγωνική ανισότητα έχουμε : 1 2 1 2 1 2z z z z z z 1 1− ≤ + − ⇔ − ≤ + ⇔  
2

1 2 1 2z z 2 z z 4⇔ − ≤ ⇔ − ≤ . Επίσης : 

( )( )2
1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2z z 4 z z z z 4 z z z z z z z z 4− ≤ ⇔ − − ≤ ⇔ − − + ≤ ⇔  

( ) ( )2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2z z z z z z 4 1 z z z z 1 4 2 z z z z 4⇔ − − + ≤ ⇔ − + + ≤ ⇔ − + ≤ ⇔  

( ) ( )1 2 1 22Re z z 2 Re z z 1⇔ − ≤ ⇔ ≥ −  
 

β. Έστω  οι εικόνες των μιγαδικών  αντίστοιχα. Επειδή 1 2 3Μ ,Μ ,Μ 1 2 3z ,z ,z

1 2 3z z z= = =1 άρα τα  κινούνται στον μοναδιαίο κύκλο. Επίσης από τη 
σχέση 

1 2 3Μ ,Μ ,Μ

1 2 3 1 2 3z z z z z z− = − = −  ισχύει 2 1 1 3 3 2(Μ Μ ) (ΜΜ ) (Μ Μ )= =  δηλαδή το  
είναι κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου και λόγω των 

1 2 3ΜΜ Μ

1 2 3z z z= = =1
=

, είναι 
, άρα το  είναι εγγεγραμμένο στον μοναδιαίο κύκλο. 1 2 3(ΟΜ ) (ΟΜ ) (ΟΜ ) 1= = 1 2 3ΜΜ Μ

 
ΘΕΜΑ 4ο 
 

α. Πρέπει  x>0 και x≠1. Άρα fΑ (0,1) (1, )= ∪ +∞  
Η f  είναι  παραγωγίσιμη  στο  fΑ  ως διαφορά παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

2 2 2

x 1 x 1 1 2 1 2 1f΄(x) 0
x x x(x 1) (x 1) (x 1)

⎛ ⎞− − − −
= − = − = − + <⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

x (0,1) (1, ), ∪ +∞ . Άρα f↓ ∈

Επίσης: 
x 0 x 0

x 1lim f(x) lim lnx
x 1+ +→ →

+⎛ ⎞= −⎜ ⎟−⎝ ⎠
= +∞  (επειδή 

x 0
lim ( lnx)

+→
− = +∞ ) ,  

x 1 x 1

x 1lim f(x) lim lnx
x 1− −→ →

+⎛ ⎞= −⎜ ⎟−⎝ ⎠
= −∞  (επειδή 

x 1
lim(x 1) 0

+→
− = , x 1 0− >  , ) , 

x 1
lim(x 1) 2 0

+→
+ = >

x 1 x 1

x 1lim f(x) lim lnx
x 1+ +→ →

+⎛ ⎞= −⎜ ⎟−⎝ ⎠
= +∞  (επειδή 

x 1
lim(x 1) 0

−→
− = , x 1 0− <  , ) , 

x 1
lim(x 1) 2 0

−→
+ = >

x x

x 1lim f(x) lim ln x
x 1→+∞ →+∞

+⎛ ⎞= −⎜ ⎟−⎝ ⎠
= −∞  (επειδή 

x
lim ( lnx)
→+∞

− = −∞  και 
x

x 1lim 1
x 1→+∞

+⎛ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠
) 

Άρα έχουμε τον ακόλουθο πίνακα μονοτονίας: 



 
Άρα το σύνολο τιμών  της  f είναι  f(A)= IR. 

 

β. Eπειδή IR άρα , δηλαδή η εξίσωση f(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα 
στο (0,1) και επιδή f ↓ στο (0,1) η ρίζα είναι μοναδική. 

f((0,1)) = 0 f((0,1))∈

Eπειδή IR άρα , δηλαδή η εξίσωση f(x)=0 έχει μία τουλάχιστον 
ρίζα στο (1  και επιδή f ↓ στο (1

f((1, ))+∞ = 0 f((1, ))∈ +∞
, )+∞ , )+∞  η ρίζα είναι μοναδική. 

Τελικά η εξίσωση f(x)=0 έχει δύο ακριβώς ρίζες στο πεδίο ορισμού της. 
 

γ. Είναι: 1g΄(x)
x

=  και . xh΄(x) e=

Η εξίσωση της εφαπτομένης της  στο σημείο Α(α, lnα) με  α>0 είναι :  gC
1 1y lnα (x α) y x 1 lnα
α α

− = − ⇔ = − +  

Η εξίσωση της εφαπτομένης της  στο σημείο  με β∈ IR είναι :  hC βB(β,e )
β β β βy e e (x β) y e x e β e− = − ⇔ = − + β  

Οι  δύο  εφαπτομένες  ταυτίζονται  αν και  μόνο αν : 
β

β β

1 e
α
1 lnα e β e

⎧ =⎪ ⇔⎨
⎪− + = − +⎩

 

1 βlnα lne β lnα
α α lnα lnα 11 1 α α lnα β 11 lnα β

α α

−⎧ = = −⎧⎪⇔ ⇔ ⇔ − + =⎨ ⎨− + = − +− + = − + ⎩⎪⎩

+ ⇔  

α 1 α 1α lnα lnα α 1 α 1 (α 1)lnα 0 lnα 0 f(α) 0
α 1

≠ +
⇔ − = + ⇔ + − − = ⇔ − = ⇔ =

−
 

 

δ. Στο προηγούμενο ερώτημα έχει δειχθεί ότι οι εφαπτομένες των ,  ταυτίζονται σε 
εκείνα τα σημεία στα οποία οι τετμημένες είναι ρίζες της f(x)=0. 

gC hC

Γνωρίζοντας δε ότι η f(x)=0 έχει ακριβώς δύο ρίζες, άρα και οι ,  έχουν ακριβώς 
δύο κοινές εφαπτομένες. 

gC hC

 


