
Και όµως…,τα κοινά σηµεία των
γραφικών παραστάσεων δύο

αντίστροφων συναρτήσεων, 
αν υπάρχουν, βρίσκονται µόνο

πάνω στην ευθεία y=x.

Οι Εµπειρίες µου 18 µήνες µετά!!!

ΚαιΚαι όµωςόµως……,,τατα κοινάκοινά σηµείασηµεία τωντων
γραφικώνγραφικών παραστάσεωνπαραστάσεων δύοδύο

αντίστροφωναντίστροφων συναρτήσεωνσυναρτήσεων, , 
αναν υπάρχουνυπάρχουν, , βρίσκονταιβρίσκονται µόνοµόνο

πάνωπάνω στηνστην ευθείαευθεία y=xy=x..

ΟιΟι ΕµπειρίεςΕµπειρίες µουµου 18 18 µήνεςµήνες µετάµετά!!!!!!

ΑΝ∆ΡΕΑΣ Λ. ΠΕΤΡΑΚΗΣ
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ



ΕΡΩΤΗΣΗ 1 

Πιστεύετε ότι οι πίνακες  

1 0

0 1
I

 
=  

 
  και  

0 1

1 0
K

 
=  

 
  

είναι ίσοι; 

 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ 2 

Πιστεύετε ότι τα διανύσµατα  

(1, 1)u i j= − = −
� ��

 και ( 1,1)v i j= − + = −
� ��

 

είναι ίσα; 



ΕΡΩΤΗΣΗ 3 

Πιστεύετε ότι υπάρχουν έννοιες ή  

θεωρήµατα ή ορισµοί οι οποίοι αν  

εφαρµοστούν σε δύο ίσες συναρτήσεις  

µπορούν να δώσουν διαφορετικά  

αποτελέσµατα; 



ΕΡΩΤΗΣΗ 4 

Πιστεύετε ότι οι επόµενοι κούροι είναι ίσοι; 



  

           ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ 

 



 

 ∆ιανυσµατικές εξισώσεις αντίστροφων συναρτήσεων 

 

Έστω µια αντιστρέψιµη συνάρτηση : ( )→f D f R   και   

1 1: ( )− − →f D f R  η αντίστροφή της. 

Οι διανυσµατικές εξισώσεις των δύο συναρτήσεων 1,  −
f f  είναι 

  ( ) ( )= ⋅ + ⋅
� ��

fr t t i f t j ,     ( )∈t D f   και   

  1 ( ) ( )− = ⋅ + ⋅
� ��

f
r t f t i t j ,  ( )∈t D f . 

Τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων των δύο αντίστροφων  

συναρτήσεων 1,  −
f f  βρίσκονται λύνοντας την εξίσωση 

  1( ) ( )−=
� �

f f
r t r t ,  ( )∈t D f    ⇔  ( )=f t t ,  ( )∈t D f . 



Γνωρίζουµε ότι αν η συνάρτηση  : ( )→f D f R  είναι παραγωγίσιµη  

στο πεδίο ορισµού της τότε το διάνυσµα 

  ( ) 1 '( )fr t i f t j= ⋅ + ⋅
� ��� , ( )∈t D f   

είναι εφαπτόµενο στην γραφική παράσταση της f  στο σηµείο  

( , ( ))M t f t  και µάλιστα καθορίζει και την φορά διαγραφής της ( )C f . 

Αντίστοιχα το διάνυσµα  

  1 ( ) '( ) 1
f

r t f t i j− = ⋅ + ⋅
� ��� ,  ( )∈t D f  

είναι εφαπτόµενο στην γραφική παράσταση της 
1f −
 στο  

αντίστοιχο σηµείο '( ( ), )M f t t  και µάλιστα καθορίζει και  

την φορά διαγραφής της 
1( )C f −

. 



Εφαρµόζοντας τα παραπάνω στην συνάρτηση  

( ) 4f x x= − , x R∈   

Παίρνουµε   

 ( ) 1 1 (1, 1)fr t i j= ⋅ − ⋅ = −
� ��� , ( )∈t D f  και  

 1 ( ) 1 1 ( 1,1)
f

r t i j− =− ⋅ + ⋅ = −
� ��� ,  ( )∈t D f . 

Αν «υποθέσουµε» ότι οι δύο συναρτήσεις  

 ( ) 4f x x= − , 
1( ) 4f x x− = − , x R∈   

είναι ίσες καταλήγουµε στο «καταπληκτικό» συµπέρασµα  

ότι ενώ οι συναρτήσεις είναι ίσες, τα εφαπτόµενα  

διανύσµατα σε οποιοδήποτε σηµείο των γραφικών τους  

παραστάσεων κατά την φορά διαγραφής τους, είναι αντίθετα!!! 



 

           ΙΣΕΣ  ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΕΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

Έστω µια αντιστρέψιµη συνάρτηση  : ( )→f D f R   και   

1 1: ( )− − →f D f R   η αντίστροφή της. 

Οι διανυσµατικές εξισώσεις των δύο αντίστροφων συναρτήσεων 

 1,  −
f f  είναι 

  ( ) ( )= ⋅ + ⋅
� ��

fr t t i f t j ,     ( )∈t D f   και   

  1 ( ) ( )− = ⋅ + ⋅
� ��

f
r t f t i t j ,  ( )∈t D f . 

Οι δύο αντίστροφες συναρτήσεις 1,  −
f f  είναι ίσες  

αν και µόνο αν ισχύει 

  1( ) ( )−=
� �

f f
r t r t ,  ( )t D f∀ ∈    ⇔   ( )=f t t ,  ( )t D f∀ ∈ . 

Που σηµαίνει ισοδύναµα ότι η συνάρτηση f  είναι η ταυτοτική  

συνάρτηση στο σύνολο ( )D f . 



  

           ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 

Γνωρίζουµε ότι κάθε πίνακας 
a

A
β

γ δ
 

=  
 

 ορίζει ένα  

γραµµικό µετασχηµατισµό 
2 2:L R R→  στο σύνολο 

2R ,  

µε ( , ) ( , )L x y x y x yα β γ δ= + +  

Προφανώς διαφορετικοί πίνακες ορίζουν και  

διαφορετικούς γραµµικούς µετασχηµατισµούς.  

Για κάθε γραµµικό µετασχηµατισµό 
2 2

:L R R→   

προκύπτει ένας διανυσµατικός υπόχωρός του M ,  

ο οποίος περιέχει εκείνα τα στοιχεία του 
2

R   

που παραµένουν αναλλοίωτα από τον µετασχηµατισµό  

δηλαδή ισχύει 
2

{( , ) ,   ( , ) ( , )}M x y R L x y x yµε= ∈ = . 



Ειδικά ο πίνακας 
2

1 0

0 1
I

 
=  

 
 ορίζει τον  

ταυτοτικό γραµµικό µετασχηµατισµό του 
2R ,  

δηλαδή τον µετασχηµατισµό που ορίζεται  

από την σχέση ( , ) ( , )L x y x y= , για κάθε 2( , )x y R∈ .  

Προφανώς είναι 
2

M R= , δηλαδή όλα τα στοιχεία του 
2

R  

παραµένουν αναλλοίωτα µε τον µετασχηµατισµό αυτό. 

Εφαρµόζοντας τον ταυτοτικό γραµµικό µετασχηµατισµό 

στο γράφηµα οποιασδήποτε συνάρτησης f βρίσκουµε  

συνάρτηση g  ίση µε αυτή. 

∆ηλαδή αν έχουµε δύο ίσες συναρτήσεις τότε η µία είναι  

εικόνα της άλλης µέσω του ταυτοτικού µετασχηµατισµού. 



O πίνακας 
0 1

1 0
A

 
=  

 
 ορίζει και αυτός ένα γραµµικό 

µετασχηµατισµό του 
2

R , και µάλιστα για τον  

µετασχηµατισµό αυτό ισχύει  

( , ) ( , )L x y y x= , για κάθε 
2( , )x y R∈ .  

Προφανώς είναι {( , ) / }M x x x R= ∈ , δηλαδή όλα τα  

στοιχεία του συνόλου M  παραµένουν αναλλοίωτα  

µε τον µετασχηµατισµό αυτό και δεν είναι άλλα από 

τα σηµεία της ευθείας y x= .  

Εφαρµόζοντας τον γραµµικό αυτό µετασχηµατισµό 

στο γράφηµα οποιασδήποτε 1-1 συνάρτησης f  βρίσκουµε  

το γράφηµα της αντίστροφή της 
1

f
−

. 

∆ηλαδή αν έχουµε δύο αντίστροφες συναρτήσεις συναρτήσεις  

τότε το γράφηµα της µιας είναι εικόνα του γραφήµατος  

της άλλης µέσω του παραπάνω γραµµικού µετασχηµατισµού. 





Αφού λοιπόν, λόγω ορισµού, η γραφική παράσταση της  

αντίστροφης είναι η εικόνα της γραφικής παράστασης της  

αρχικής συνάρτησης µέσω γραµµικού µετασχηµατισµού,  

η έννοια του κοινού σηµείου αντικαθίσταται µε την  

έννοια του αναλλοίωτου σηµείου.  

Έτσι τελικά τα αναλλοίωτα σηµεία των συνόλων 

( ) { ( , ( )) / ( )}= ∈C f M x f x x D f   και   

1
( ) { ( ( ), ) / ( )}

− = ∈C f N f x x x D f  

είναι αυτά για τα οποία ισχύει ( , ( ))x f x M∈ , ή ισοδύναµα 

είναι αυτά για τα οποία ισχύει ( )=f x x . Αυτό προφανώς  

σηµαίνει ότι ανήκουν στην ευθεία  =y x . 



Το ερώτηµα που τίθεται τώρα είναι το εξής: 

Υπάρχουν συναρτήσεις που να είναι ίσες µε τις  

αντίστροφές τους; 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, µια συνάρτηση είναι ίση  

µε την αντίστροφή της αν και µόνο αν όλα τα σηµεία  

του γραφήµατός της είναι αναλλοίωτα ως προς τον  

παραπάνω γραµµικό µετασχηµατισµό.  

Αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν το γράφηµά της  

είναι υποσύνολο του συνόλου M , 

δηλαδή αν και µόνο αν, είναι η ταυτοτική συνάρτηση. 



Κάποιοι συνάδελφοι ισχυρίστηκαν ότι οι συναρτήσεις  

( ) 4f x x= − , και 
1
( ) 4f x x

− = − , x R∈  είναι ίσες. 

Αν υποθέσουµε ότι αυτές οι δύο αντίστροφες συναρτήσεις 

είναι ίσες, δηλαδή ισχύει 
1

f f
−=  τότε προκύπτει ότι τα  

σηµεία του συνόλου ( ) {( , ( )) / }C f x f x x R= ∈  είναι  

αναλλοίωτα  µε τον γραµµικό µετασχηµατισµό µε  

πίνακα τον 
0 1

1 0
A

 
=  

 
, πράγµα άτοπο,  

γιατί τα σηµεία της ( )C f  που δεν ανήκουν στο  

σύνολο {( , ) / }K x x x R= ∈  δεν είναι αναλλοίωτα. 



Για να βρω τις συντεταγµένες των κοινών σηµείων  

των γραφικών παραστάσεων δύο αντίστροφων  

συναρτήσεων, λύνω ένα από τα επόµενα τέσσερα  

ισοδύναµα συστήµατα 

( )
(Σ1) 

=


=

f x y

y x
 ,                      

1( )
(Σ2) 

− =


=

f y x

y x
 ,  

1

( )
(Σ3) 

( ) ( )−

=


=

f x y

f x f y
 ,             

1

1

( )
(Σ4) 

( ) ( )

−

−

 =


=

f y x

f x f y
 

µε  1, ( ) ( )−∈ ∩x y D f D f   

ή µία από τις δύο επόµενες ισοδύναµες εξισώσεις  
(Ε1) ( )=f x x ,   µε  ( )∈x D f     

(Ε2)  1( )− =f y y ,   µε  1( )−∈y D f . 



ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ
ΜΕ

ΑΝΑΛΥΣΗ



ΙΣΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

Αν f, g είναι δύο συναρτήσεις µε κοινό πεδίο  

ορισµού Α τότε είναι 

f=g � (x,f(x))=(x,g(x)), για κάθε xεΑ. 

Από τον ορισµό της ισότητας συναρτήσεων  

προκύπτει ότι η σύγκριση δύο συναρτήσεων  

γίνεται σηµείο-σηµείο.  

Η µετάβαση από το σηµείο (x,f(x)) της C(f)  

στο σηµείο (x,g(x)) της C(g) γίνεται µέσω  

του ταυτοτικού γραµµικού µετασχηµατισµού  

L(x,y)=(x,y) µε πίκανα µετασχηµατισµού τον Ι2. 





ΤΑ ΚΟΙΝΑ ΣΗΜΕΙΑ ΤΩΝ ΓΡΑΦΙΚΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ  

∆ΥΟ ΤΥΧΑΙΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ,f g . 

 

Έστω ,f g  δύο τυχαίες συναρτήσεις µε ( ) ( )D f D g∩ ≠ ∅  

και 0 0( , )x y  ένα σηµείο του επιπέδου. 

Το σηµείο 0 0( , )x y  είναι κοινό σηµείο των γραφικών των 

δύο συναρτήσεων ,f g  αν και µόνο αν ισχύουν συγχρόνως 

• 0 ( ) ( )x D f D g∈ ∩  και 

• Οι περιορισµοί των δύο συναρτήσεων ,f g  στο  

σύνολο 0{ }B x=  είναι ίσες συναρτήσεις µε τιµή 0y . 



ΕΥΡΕΣΗ ΤΩΝ ΚΟΙΝΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ ΤΩΝ ΓΡΑΦΙΚΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 

∆ΥΟ ΤΥΧΑΙΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι,  

• Οι λύσεις της εξίσωσης 

(Ε1) ( ) ( )f x g x= , µε ( ) ( )x D f D g∈ ∩  

και µόνο αυτές είναι οι τετµηµένες των κοινών σηµείων των γραφικών 

 παραστάσεων των δύο τυχαίων συναρτήσεων ,f g . 

• Οι λύσεις του συστήµατος 

( )
( 1) 

( )

y f x

y g x

=
Σ 

=
 µε ( ) ( )x D f D g∈ ∩ , 

 και µόνο αυτές είναι οι συντεταγµένες των κοινών σηµείων των γραφικών 

 παραστάσεων των δύο συναρτήσεων ,f g .   



Έστω οι συναρτήσεις 
2( )f x x=  και ( ) 2g x x= , µε x R∈ . 

Η πρώτη παριστάνει µια παραβολή και η δεύτερη µια ευθεία. 

Μπορούµε αυτέ τις δύο συναρτήσεις να τις περιορίσουµε σε  

οποιαδήποτε υποσύνολα του πεδίου ορισµού τους. 

 

Παραδείγµατα 

 

1) 
2( )f x x= , (0, )x∈ +∞   και  ( ) 2g x x= , ( ,0)x∈ −∞  

2) 
2( )f x x= , [3,5]x∈  και ( ) 2g x x= , (0, 2)x∈  

3) 
2( )f x x= , [0, )x∈ +∞   και  ( ) 2g x x= , x Z∈  



Έστω η συνάρτηση 
2( )f x x= , ( )D f R= .  

Η συνάρτηση αυτή είναι παραγωγίσιµη και είναι   

'( ) 2f x x= , ( ')D f R= . 

Η δεύτερη συνάρτηση ορίζεται-παράγεται µε την βοήθεια  

της πρώτης και ενός ορισµού, του ορισµού της παραγώγου.  

Συνεπώς η δεύτερη συνάρτηση είναι πλήρως  

συσχετισµένη-εξαρτηµένη από την πρώτη.  

Προφανώς αν περιορίσω την πρώτη σε ένα υποσύνολο του  

πεδίου ορισµού της τότε η παράγωγός της  

επαναπροσδιορίζεται µε βάση τα «νέα δεδοµένα» της  

αρχικής συνάρτησης και του ορισµού της παραγώγου. 
 

Παραδείγµατα 

1) Αν 
2( )f x x= , (0, )x∈ +∞   τότε  '( ) 2f x x= , (0, )x∈ +∞  

2) 
2( )f x x= , [3,5] {6}x∈ ∪  τότε '( ) 2f x x= , [3,5]x∈  

3) 
2( )f x x= , x Z∈   τότε δεν ορίζεται η  '( )f x . 



Απόψεις του τύπου επειδή ορίστηκαν οι συναρτήσεις 
2( )f x x=  και '( ) 2f x x= , µε x R∈ ,  

µπορούµε να τις περιορίσουµε όπου θέλουµε και  

µπορούµε να τις βλέπουµε από εδώ και στο εξής ως  

δύο τυχαίες συναρτήσεις δεν µπορούν να σταθούν  

στην κοινή µαθηµατική λογική. 



Ας πάµε τώρα στο αντίστοιχο του προηγουµένου 

για τις αντίστροφες συναρτήσεις. 

Έστω οι συναρτήσεις  

( ) 4f x x= −  και ( ) 4g x x= − , µε x R∈ . 

Πρόκειται για δύο ίσες συναρτήσεις, συνεπώς οι  

περιορισµοί τους σε οποιοδήποτε υποσύνολο του  

πεδίου ορισµού τους είναι ίσες συναρτήσεις. 

Προφανώς µπορούµε να τις περιορίσουµε και σε  

διαφορετικά υποσύνολα του πεδίου ορισµού τους 

και είναι αυτονόητο ότι οι περιορισµοί αυτοί δεν  

θα είναι ίσες συναρτήσεις. 



Έστω η συνάρτηση ( ) 4f x x= − , ( )D f R= . 

Προφανώς είναι αντιστρέψιµη και η αντίστροφή της είναι η 

 
1( ) 4f y y

− = − , µε 
1( ) ( )D f R f R

− = = . 

Η δεύτερη συνάρτηση ορίζεται-παράγεται µε την βοήθεια  

της πρώτης και ενός ορισµού, του ορισµού της αντίστροφης  

συνάρτησης.  

Συνεπώς η δεύτερη συνάρτηση είναι πλήρως  

συσχετισµένη-εξαρτηµένη από την πρώτη.  

Προφανώς αν περιορίσω την πρώτη σε ένα υποσύνολο του  

πεδίου ορισµού της τότε η αντίστροφή της  

επαναπροσδιορίζεται µε βάση τα «νέα δεδοµένα» της  

αρχικής συνάρτησης και του ορισµού της αντίστροφης. 









 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ 

Κάθε φορά που περιορίζουµε µια αντιστρέψιµη συνάρτηση f  

σε ένα υποσύνολο B  του πεδίου ορισµού της, τότε 

η αντίστροφή της επαναπροσδιορίζεται, µε βάση τα  

«νέα δεδοµένα» της f  και τον ορισµό της αντίστροφης. 

Το πεδίο ορισµού της αντίστροφης θα αλλάξει και θα γίνει 

το σύνολο ( )f B  ώστε να µπορέσει να κρατήσει τι σύµβολο 

της αντίστροφης, δηλαδή να µπορεί να γράφεται 
1

f
−

. 

Θυµηθείτε τι ισχύει  

( ) ( )1 1

( )B f B
f f

− −=  



ΤΑ ΚΟΙΝΑ ΣΗΜΕΙΑ ΤΩΝ ΓΡΑΦΙΚΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ  

∆ΥΟ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 

Έστω : ( )f D f R→  µία αντιστρέψιµη συνάρτηση για την  

οποία υποθέτω ότι 1( ) ( )D f D f
−∩ ≠ ∅  και 0 0( , )x y  ένα  

σηµείο του επιπέδου. 

Το σηµείο 0 0( , )x y  είναι κοινό σηµείο των γραφικών των 

δύο συναρτήσεων 1,f f
−  αν και µόνο αν ισχύουν συγχρόνως 

• 1

0 ( ) ( )x D f D f
−∈ ∩  και 

• Οι περιορισµοί των δύο συναρτήσεων 1,f f
−  στο  

σύνολο 0{ }B x=  είναι ίσες συναρτήσεις µε τιµή 0y . 



Αν περιορίσω την συνάρτηση f  στο σύνολο 0{ }B x=  τότε έχω 

• 0{ }B x= (πεδίο ορισµού της συνάρτησης f ) 

• 0( ) { ( )}f B f x=  υποχρεωτικό πεδίο ορισµού της 1
f

−  

• 0 0( )f
x f x→  

• 
1

0 0( ) f
f x x

−

→  



ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ 

Από τα παραπάνω είναι προφανές ότι, 

Οι δύο αντίστροφες συναρτήσεις 1,f f
−  είναι ίσες στο  

σύνολο 0{ }B x= , αν και µόνο αν, 0 0 0( )x f x y= = .  



 

 ΕΡΩΤΗΣΗ  1 

Είναι δυνατό τα γραφήµατα δύο συναρτήσεων να είναι ίσα και οι 

συναρτήσεις να µην είναι ίσες;  

Απάντηση 

Προφανώς ΝΑΙ. Αυτό µπορεί να συµβεί όταν η µια συνάρτηση ορίζεται µε την 

βοήθεια της άλλης. Βασικά στις περιπτώσεις αυτές οι δύο συναρτήσεις δεν 

είναι συγκρίσιµες.  

 

Ας ξεκινήσουµε την µελέτη του ερωτήµατος µε διάφορα παραδείγµατα. 

 



 

Παράδειγµα 1   

Έστω ,  f g  δύο συναρτήσεις µε κοινό γράφηµα  

{(0,  4),  (1, 3), (2, 2),  (3,  1), (4, 0)}=G . 

Αν υποθέσουµε ότι οι δύο συναρτήσεις δεν συσχετίζονται µεταξύ τους µε 

οποιονδήποτε τρόπο τότε «συµφωνούµε» ότι για τις δύο συναρτήσεις 

συµβαίνουν συγχρόνως   

x 0 1 2 3 4 

f (0, 4) (1, 3) (2, 2) (3, 1) (4, 0) 

g (0, 4) (1, 3) (2, 2) (3, 1) (4, 0) 

Οι δύο συναρτήσεις ,  f g  όπως ορίστηκαν στον παραπάνω πίνακα είναι ίσες 



Ορίζουµε τώρα µόνο την συνάρτηση f  σύµφωνα µε τον πίνακα 

x 0 1 2 3 4 

f (0, 4) (1, 3) (2, 2) (3, 1) (4, 0) 

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι είναι αντιστρέψιµη µε αντίστροφη που 

φαίνεται στον επόµενο πίνακα 

x 0 1 2 3 4 

f (0, 4) (1, 3) (2, 2) (3, 1) (4, 0) 

f –1
 (4, 0) (3, 1) (2, 2) (1, 3) (0, 4) 

 ∆ηλαδή η συνάρτηση 1−
f  ορίζεται από την ισοδυναµία 

 1( ) ( )−= ⇔ =f x y f y x ,  µε  ( )∈x D f . 

 Είναι προφανές ότι οι συναρτήσεις 1,  −
f f  ενώ έχουν το ίδιο γράφηµα δεν 

είναι ίσες. Επιπλέον οι γραφικές τους παραστάσεις έχουν ένα µόνο κοινό 

σηµείο το Μ (2, 2). 



 

Παράδειγµα 2   

Έστω ,  f g  δύο συναρτήσεις µε κοινό γράφηµα το συµµετρικό ως προς το 

(0,  0)O   σύνολο  {( 2, 1),  ( 1,  3),  (0,  0),  (1,  3),  (2,  1)}= − − − −G . 

Αν υποθέσουµε ότι οι δύο συναρτήσεις δεν συσχετίζονται µεταξύ τους µε 

οποιονδήποτε τρόπο τότε «συµφωνούµε» ότι για τις δύο συναρτήσεις 

συµβαίνουν συγχρόνως   

x –2 –1 0 1 2 

f (–2, 1) (–1, 3) (0, 0) (1, –3) (2, –1) 

g (–2, 1) (–1, 3) (0, 0) (1, –3) (2, –1) 

 Οι δύο συναρτήσεις ,  f g  όπως ορίστηκαν στον παραπάνω πίνακα είναι 

ίσες. 



Ορίζουµε τώρα µόνο την συνάρτηση f  σύµφωνα µε τον πίνακα 

x –2 –1 0 1 2 

f (–2, 1) (–1, 3) (0, 0) (1, –3) (2, –1) 

Ορίζουµε την συνάρτηση *
f  ως εξής (συµµετρία ως προς την αρχή των 

αξόνων) 

x –2 –1 0 1 2 

f (–2, 1) (–1, 3) (0, 0) (1, –3) (2, –1) 

f –*
 (2, –1) (1, –3) (0, 0) (–1, 3) (–2, 1) 

∆ηλαδή η συνάρτηση *
f  ορίζεται από την ισοδυναµία 

 *( ) ( )= ⇔ − =−f x y f x y ,  µε  ( )∈x D f . 

Είναι προφανές ότι οι συναρτήσεις *,  f f  ενώ έχουν το ίδιο γράφηµα δεν είναι  

ίσες. Επιπλέον οι γραφικές τους παραστάσεις έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο το 

Ο (0, 0). 



 

Παράδειγµα 3   

Έστω ,  f g  δύο συναρτήσεις µε κοινό γράφηµα το συµµετρικό ως προς την 

ευθεία  =−y x   σύνολο  {( 3, 1),  ( 2,  0),  ( 1,  1),  (0,  2),  (1,  3)}= − − − −G . 

Αν υποθέσουµε ότι οι δύο συναρτήσεις δεν συσχετίζονται µεταξύ τους µε 

οποιονδήποτε τρόπο τότε «συµφωνούµε» ότι για τις δύο συναρτήσεις 

συµβαίνουν συγχρόνως   

x –3 –2 –1 0 1 

f (–3, –1) (–2, 0) (–1, 1) (0, 2) (1, 3) 

g (–3, –1) (–2, 0) (–1, 1) (0, 2) (1, 3) 

Οι δύο συναρτήσεις ,  f g  όπως ορίστηκαν στον παραπάνω πίνακα είναι ίσες. 



Ορίζουµε τώρα µόνο την συνάρτηση f  σύµφωνα µε τον πίνακα 

x –3 –2 –1 0 1 

f (–3, –1) (–2, 0) (–1, 1) (0, 2) (1, 3) 

 Ορίζουµε την συνάρτηση *
f  ως εξής (συµµετρία ως προς την ευθεία  

y = – x) 

x –3 –2 –1 0 1 

f (–3, –1) (–2, 0) (–1, 1) (0, 2) (1, 3) 

f * (1, 3) (0, 2) (–1, 1) (–2, 0) (–3, –1) 

∆ηλαδή η συνάρτηση *
f  ορίζεται από την ισοδυναµία  

 *( ) ( )= ⇔ − =−f x y f y x ,  µε  ( )∈x D f . 

Είναι προφανές ότι οι συναρτήσεις *,  f f  ενώ έχουν το ίδιο γράφηµα δεν είναι 

ίσες. Επιπλέον οι γραφικές τους παραστάσεις έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο το  

Μ (–1, 1). 



 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Από τα  παραπάνω  παραδείγµατα  προκύπτουν  τα εξής συµπεράσµατα 

1) Αν δύο συναρτήσεις ,  f g  δεν συσχετίζονται µεταξύ τους µε  

οποιονδήποτε τρόπο και έχουν το ίδιο γράφηµα τότε οι δύο συναρτήσεις είναι 

ίσες.  Αυτή την παραδοχή ουσιαστικά κάνουµε κάθε φορά που λέµε 

«Επειδή οι συναρτήσεις ,  f g  έχουν το ίδιο γράφηµα είναι ίσες» 

2) Αν δύο συναρτήσεις *,  f f  συσχετίζονται µεταξύ τους, δηλαδή η *
f  

ορίζεται µε την βοήθεια της συνάρτησης f  τότε µπορεί οι δύο συναρτήσεις να 

έχουν το ίδιο γράφηµα και να µην είναι ίσες. 



 

 ΕΡΩΤΗΣΗ  2 

Έστω µια συνάρτηση : ( )→f D f R  η οποία είναι αντιστρέψιµη και όχι η 

ταυτοτική συνάρτηση, µε 1( ) ( )−∩ = ≠∅D f D f B . Μπορούµε πάντα να 

περιορίσουµε και τις δύο συναρτήσεις 1,  −
f f  σε οποιοδήποτε υποσύνολο 

του συνόλου B ; 
 

Απάντηση 

Προφανώς OXI. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι και οι περιορισµοί πρέπει 

πάντα να είναι και αυτοί αντίστροφες µεταξύ τους συναρτήσεις. Έτσι αν 

περιορίσω την συνάρτηση f  στο σύνολο A , τότε η 1−
f  περιορίζεται 

υποχρεωτικά στο σύνολο ( )f A  και ισχύει  ( ) ( )1 1

( )

− −=A
f A

f f  



 ΕΡΩΤΗΣΗ  3 

Αν ρωτήσουµε ένα µικρό παιδί, πόσα είναι τα κοινά σηµεία των γραφικών 

παραστάσεων της συνάρτησης 3( ) = −f x x , µε ∈x R  και της αντίστροφής 

της, θα δει το σχήµα, και θα µας απαντήσει ότι είναι τρία; 
 

Απάντηση 

Λάθος. Το µικρό παιδί δεν γνωρίζει ότι τα σχηµατα που βλέπει στο επίπεδο 

είναι τα γραφήµατα των εξισώσεων 3= −y x   και  3= −x y . Επιπλέον τα «κοινά 

σηµεία» που βλέπει το µικρό παιδί είναι οι τρεις πραγµατικές λύσεις του 

συστήµατος 3= −y x   και  3= −x y , που είναι οι (–1, 1),  (0, 0)  και  (1, –1) . 

Το µικρό παιδί µπερδεύει τις λύσεις του συστήµατος  3=−y x   και  3= −x y  µε 

τα κοινά σηµεία των  γραφικών παραστάσεων των αντίστροφων συναρτήσεων 

 3( )= −f x x ,   µε   ∈x R    και  

3
1

3

,    αν  0
( )

,    αν  0

−
 − <

=
− ≥

x x
f x

x x
 

και αυτό συµβαίνει γιατί το µικρό παιδί, αγνοεί τον τρόπο που ορίστηκε η 

αντίστροφη συνάρτηση. 
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