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Απαντήσεις  στα  Μαθηµατικά  και  Στοιχεία  Στατιστικής  2012 

 
ΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑ    AAAA    

    

Α.1. Σχολικό βιβλίο, σελ. 31  
Α.2. Σχολικό βιβλίο, σελ. 148 
Α.3. Σχολικό βιβλίο, σελ. 96 
Α.4. α.→  Λ          β. →Σ          γ. →  Λ             δ. →  Σ              ε. →Σ 

 

ΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑ    BBBB    
    

 
Β.1. Στο ιστόγραµµα %iF  σχεδιάζουµε το πολύγωνο αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων τοις εκατό και 

προκύπτει ότι δ=25. 
 

 
 

Β.2. Το µέγεθος του δείγµατος ν ισούται µε 
4

i
i 1

7 4
=

ν = α +∑  

Από το ιστόγραµµα αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων % έχουµε ότι: 

2
2

N 4 2 1
F 0,5 0,5 8

v 7 4 2

α −
= ⇔ = ⇔ = ⇔ α =

α +
. 

Ο πίνακας συχνοτήτων συµπληρώνεται µε βάση το ιστόγραµµα αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων         
( iF %) και µε χρήση των τύπων: 

i
i

v
f % 100

v
= , για i=1,…,4 

i 1 2 iN v v ... v= + + + ,  για i=1,…,4 

i 1 2 iF f % f % ... f %= + + + ,  για i=1,…,4 

 
Χρόνοι 
(λεπτά) 

 

Xi 

 

Vi 

 

fi % 

 

Ni 

 

Fi % 

 

Xi ∙ Vi 

[5,15) 10 12 20 12 20 120 

[15,25) 20 18 30 30 50 360 

[25,35) 30 24 40 54 90 720 

[35,45) 40 6 10 60 100 240 

ΣΥΝΟΛΟ ----- 60 100 ----- ----- 1440 
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Β.3.  Για τον υπολογισµό της µέσης τιµής έχουµε: 

        
4

i i i i
i 1 i 1

1 1
x x v x v 24

v 60

κ

= =

= = =∑ ∑  

         Για τον υπολογισµό της διακύµανσης έχουµε: 

        
4

2 2 2
i i i i

i 1 i 1

1 1
s (x x) v (x 24) v 84

v 60

κ

= =

= − ⋅ = − ⋅ =∑ ∑  

     Άρα: s 84 9,17= = λεπτά. 
 
 
Β.4.  Έστω y το ποσοστό των µαθητών που χρειάστηκαν χρόνο στο διάστηµα [37,45). Επειδή θεωρούµε 
πως οι παρατηρήσεις µας είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένες σε κάθε κλάση έχουµε: 

                                                             i i
i

i

f % f %c 45 37
f % 8%.

c f % 45 35 10

′ ′′ − ′= ⇔ = ⇔ =
−

 

Εποµένως, το 8% των µαθητών χρειάστηκε τουλάχιστον 37 λεπτά για να λύσει το µαθηµατικό πρόβληµα. 
 
ΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑ    ΓΓΓΓ    

    

  
Έστω τα ενδεχόµενα:

    

                 Γ:  ο µαθητής µαθαίνει Γαλλικά µε: 
2

3v
P( )

v 1
Γ =

+
 

                  Ι:  ο µαθητής µαθαίνει Ισπανικά µε: 
2

v 2
P(I)

v 1

+
=

+
 

 Επίσης:  
2

v 1
P( I)

v 1

+
Γ∩ =

+
. 

Γ.1.  Είναι:    
2 2 2 2

2 2 2x 1 x 1 x 1

2 2

2 2 2x 1 x 1 x 1

2x 1

2( x 3 2) x 3 2 ( x 3 2)( x 3 2)
P( ) lim 2 lim 2 lim

x x x x x(x 1)( x 3 2)

x 3 4 x 1 (x 1)(x 1)
2 lim 2 lim 2 lim

x(x 1)( x 3 2) x(x 1)( x 3 2) x(x 1)( x 3 2)

x 1 1
2 lim 2

x( x 3 2)

→− →− →−

→− →− →−

→−

+ − + − + − + +
Γ∩Ι = = = =

+ + + + +

+ − − − +
= = =

+ + + + + + + + +

− −
= ⋅

+ + 2

1 2 2
2 2 1.

( 1) (2 2) 41( ( 1) 3 2)

− − −
= ⋅ = ⋅ =

− ⋅ + −− − + +

 

 
Άρα ( ) 1Γ∪Ι =P  και επειδή ο δειγµατικός χώρος αποτελείται από απλά ισοπίθανα ενδεχόµενα θα είναι 

Γ∪ Ι = Ω , δηλαδή το Γ∪Ι  είναι βέβαιο ενδεχόµενο. 
 
Γ.2.  Σύµφωνα µε τον προσθετικό Νόµο των Πιθανοτήτων είναι: 

2 2 2

v 3
2 2

3v v 2 v 1
P( ) P( ) P(I) P( ) 1

v 1 v 1 v 1

v 1 3v v 2 v 1 v 3v 0 v(v 3) 0 v 3
≥

+ +
Γ∪Ι = Γ + − Γ∩Ι ⇔ = + −

+ + +

⇔ + = + + − − ⇔ − = ⇔ − = ⇔ =
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Γ.3.  Ισχύει: για ν=3 είναι:  
9 5 4

P( ) ,P(I) ,P( I)
10 10 10

Γ = = Γ∩ = . 

P(( ) (I )) P( I) P(I ) P( ) P( I) P(I) P( I)

9 5 8 6
P( ) P(I) 2P( I) .

10 10 10 10

Γ − Ι ∪ −Γ = Γ − + −Γ = Γ − Γ∩ + − Γ∩

= Γ + − Γ∩ = + − =
 

 
Γ.4.  Επειδή τα απλά ενδεχόµενα είναι ισοπίθανα έχουµε ότι: 

N( I) 32
P( I)

N( ) ( )

Γ∩
Γ∩ = =

Ω Ν Ω
 

Από το προηγούµενο ερώτηµα γνωρίζουµε ότι:  
4

P( I)
10

Γ∩ = ,  εποµένως θα είναι: 

4 32
( ) 80

10 ( )
= ⇔ Ν Ω =
Ν Ω

 

 
ΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑΘΕΜΑ    ∆∆∆∆    

    

∆.1.  Η συνάρτηση ( )
21 n x

f x
x

+
=

ℓ
, x 0>  είναι παραγωγίσιµη µε: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )22 2 2

2 2 2

1
2 nx x 1 n x 11 n x x 1 n x x n x 2 nx 1xf x

x x x

′ ′ ⋅ ⋅ − + ⋅+ ⋅ − + ⋅ − +
′ = = = − =

ℓ ℓℓ ℓ ℓ ℓ

 
2

nx 1
0

x

− = − ≤ 
 

ℓ
 για κάθε x 0> . 

( )
2

nx 1
f x 0 0 nx 1 0 nx 1 x e

x

− ′ = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = ⇔ = 
 

ℓ
ℓ ℓ  

Άρα, ο πίνακας µονοτονίας της f  είναι: 
x  −∞  0  e +∞  

( )f x′   −  −  

( )f x   

 

 
 
Εποµένως, η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο ( )0,+∞ . 

 
∆.2. Το εµβαδόν του ορθογωνίου ΟΚΜΛ  θα δίνεται από τη συνάρτηση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

21 n x
x ά ύ x f x x 1 n x

x

+
Ε = β ση ⋅ ψος = ΟΚ ⋅ ΟΛ = ⋅ = ⋅ = +

ℓ
ℓ , x 0 & f(x)>0> , 

Η συνάρτηση ( )xΕ  είναι παραγωγίσιµη µε : 

( ) ( )2 1 2 nx
x 1 n x 2 nx

x x
′′Ε = + = ⋅ =

ℓ
ℓ ℓ , x 0>  

( ) 2 nx
x 0 0 nx 0 nx n1 x 1

x
′Ε = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =

ℓ
ℓ ℓ ℓ  

( ) 2 nx
x 0 0 nx 0 nx n1 x 1

x
′Ε > ⇔ > ⇔ > ⇔ > ⇔ >

ℓ
ℓ ℓ ℓ  

0  
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( ) 2 nx
x 0 0 nx 0 nx n1 x 1

x
′Ε < ⇔ < ⇔ < ⇔ < ⇔ <

ℓ
ℓ ℓ ℓ  

Άρα, ο πίνακας µονοτονίας της Ε  είναι: 
x  −∞  0  1 +∞  

( )x′Ε   −  +  

( )xΕ     

Εποµένως, η Ε  είναι γνησίως φθίνουσα στο ( ]0,1 , ενώ είναι γνησίως αύξουσα στο [ )1,+∞  

Ακόµα η συνάρτηση Ε  παρουσιάζει (ολικό) ελάχιστο στο x 1= , το ελάχιστο ( )1 1Ε =  τετραγωνική 

µονάδα. 
Άρα, το εµβαδόν γίνεται ελάχιστο όταν: 

( )ά x 1β ση = ΟΚ = =    και   ( )1,0Κ , ενώ 

( ) ( )
21 n 1

ύ f 1 1
1

+
ψος = ΟΛ = = =

ℓ
   και   ( )1,0Λ  

Τότε όµως το ορθογώνιο ΟΚΜΛ  είναι τετράγωνο. 
       
∆.3. Έστω ( ) : y xη ηη = λ ⋅ +β   η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης fC  της συνάρτησης f  στο 

σηµείο της ( )( )1, f 1Σ . 

Έχουµε: 

( )
21 n x

f x
x

+
=

ℓ
   άρα ( )

21 n 1
f 1 1

1

+
= =

ℓ
   και   ( )

2
nx 1

f x
x

− ′ = − 
 

ℓ
, άρα ( )

2
n1 1

f 1 1
x

− ′ = − = − 
 

ℓ
 

Είναι ( )f 1 1η ′λ = = − , άρα ( ) : y 1 x ηη = − ⋅ +β  

Έχουµε // 1ε η εε η⇔ λ = λ ⇔ λ = − . 

Άρα ( ) : y xε = − +β  

Τα σηµεία ( )i i ix , y : y xΜ ∈ε = − +β , άρα: i iy x= − +β , i 1,2,...,10=  

Σύµφωνα µε την εφαρµογή 3, σελίδα 99 του σχολικού βιβλίου, οι τεταγµένες iy  των σηµείων iΜ  θα 

έχουν: 
Μέση τιµή:   y 1 x 1 10 10= − ⋅ +β = − ⋅ +β = − +β  

Τυπική απόκλιση:  y xs 1 s 1 2 2= − ⋅ = ⋅ =  

Συντελεστή µεταβλητότητας: y
y

s 2
CV

y 10
= =

− +β
 

Για να είναι το δείγµα των παρατηρήσεων iy  οµοιογενές, θα πρέπει: 

y

2 1
CV 10% 10 20

10 10
≤ ⇔ ≤ ⇔ − +β ≥ ⇔

− +β
 10 20− +β ≥    ή   10 20− +β ≤ − ⇔  30β ≥  ή   10β ≤ −  

 
∆.4. Επειδή Α ≠ ∅  και Α∩Β ≠ ∅  και ο δειγµατικός χώρος αποτελείται από απλά ισοπίθανα 
ενδεχόµενα θα είναι ( )0 P 1< Α ≤   και  ( )0 P 1.< Α∩Β ≤  

Έχουµε:Α ⊆ Α∪Β⇒ ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
f 0,

P P f P f P
+∞

Α ≤ Α∪Β ⇒ Α ≥ Α∪Β
ց

   ( )1  

Α∩Β ⊆ Α∪Β⇒ ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
f 0,

P P f P f P
+∞

Α∩Β ≤ Α∪Β ⇒ Α∩Β ≥ Α∪Β
ց

   ( )2  

Προσθέτοντας τις ανισότητες ( )1  και ( )2  κατά µέλη προκύπτει: 

( )( ) ( )( ) ( )( )f P f P 2f PΑ + Α∩Β ≥ Α∪Β
. 

Επιµέλεια: Αθανασιάδης Κώστας 

0  


