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Α.α) Αν  z x yi= +  τότε  

x 1

x 2 1 x 1 y 12
y x 2

y 2 1 y 1 2 2

2

−λ == λ + − +
⇒ ⇒ = ⇒ = − 

= λ − + λ =


 Άρα οι εικόνες των 

εικόνων του z ανήκουν στην ευθεία      y x 2= −  . 

    β) (1
ος

 τρόπος) 
       Το ελάχιστο µέτρο θα το έχει ο µιγαδικός του οποίου η εικόνα είναι το σηµείο τοµής Α της 

: y x 2ε = −  και της κάθετης της που διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

       Φέρνουµε την ευθεία OA ⊥ ε , 
OA

1 1
1

1ε

−
λ = − = = −

λ
 και  αφού διέρχεται από την αρχή των 

αξόνων θα είναι η   y x= − .Λύνοντας το σύστηµα  
y x 2 x 1

( ) ...
y x y 1

= − = 
Σ ⇔ ⇔ 

= − = − 
,  οπότε  

         

                 Α(1 , -1) και ο µιγαδικός που έχει το µικρότερο µέτρο είναι ο 
0z 1 i= −  .                                                   

 

       (2
ος

 τρόπος)   Έχουµε 2 2 2| z | (2λ 1) (2λ 1) 8λ 2= + + − = + . Αρκεί να γίνει ελάχιστη η 

παράσταση 28λ 2+ η οποία σαν τριώνυµο  έχει ελάχιστο για   
0

0
2 16

−β
λ = = =

α −
 , 

                         (είτε µε παραγώγους) δίνει λ=0 οπότε ο ζητούµενος µιγαδικός είναι ο 

0z (2.0 1) (2.0 1)i 1 i= + + − = − . 

 

Β. Θέτω w i  ,  α,β= α +β ∈� ,  

     

2 2 2

0

2 2

2 2

w w 12 z i 12 1 i

113
( 12) i 1 i

3 ή α=-41 0

+ − = ⇔ α +β +α −β − = − ⇔

β =α +β +α = 
α +β +α − −β = − ⇔ ⇔ 

α =−β = 

 

     Εποµένως w 3 i= +  ή     w 4 i= − +  . 
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Α. Έχουµε    xf (x) ln(x 1)= α − +   στο  ( 1, )− +∞  , και  ισχύει   f (x) 1≥  

    παρατηρούµε ότι   f (0) 1=   και αφού   f (x) f (0)≥  στο ( 1, )− +∞  

  για  x=0  έχουµε ελάχιστο , το 0 είναι εσωτερικό σηµείο του (1, )+∞  ,η f είναι παραγωγίσιµη στο 0 . 

Από Θ. Fermat  f (0) 0 ln 1 0 e′ = ⇔ α− = ⇔ α =  . 

    ∆ιότι x x 1
f (x) [ ln(x 1)] ln   , x 1

x 1
′ ′= α − + = α α − > −

+
. 

  

Β.α) Για eα =  είναι x 1
f (x) e

x 1
′ = −

+
 και x

2

1
f (x) e 0

(x 1)
′′ = + >

+
 άρα η f είναι κυρτή στο ( 1, )− +∞ . 

    β) Αφού  f ′   γνησίως αύξουσα και f (0) 0′ =   το  0  θα είναι η  µοναδική ρίζα της  f (x) 0′ =  

         
f  

x 0 f (x) f (0) f (x) 0
′

′ ′ ′> ⇒ > ⇒ >
↗

   ,αντίστοιχα εργαζόµαστε και στο  ( 1,0)−  

 
         * Παρατηρούµε ότι όταν x 0 f (x) f (0) f (x) 1≠ ⇒ ≠ ⇒ ≠  

 

    γ) Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x) (x 2)[f ( ) 1] (x 1)[f ( ) 1]= − β − + − γ −   στο  [1,2]. 

• Η g είναι συνεχής  στο [1 , 2] ως πολυωνυµική . 

•             
g(1) 1 f ( ) 0

g(2) f ( ) 1 0

= − β <

= γ − >
   (διότι  f (x) 1≥  και η ισότητα ισχύει µόνο για x=0) 

Από Θ. Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈  (1 , 2) τέτοιο ώστε  
1 2

g( ) 0 ( 2)[f ( ) 1] [f ( ) 1] 0

( 2)[f ( ) 1] ( 1)[f ( ) 1]
0

( 1)( 2) ( 1)( 2)

f ( ) 1 f ( ) 1
0

1 2

<ξ<

ξ = ⇔ ξ− β − + γ − = ⇔

ξ− β − ξ − γ −
+ = ⇔

ξ− ξ− ξ− ξ −

β − γ −
+ =

ξ − ξ−

 

άρα η εξίσωση 
f ( ) 1 f ( ) 1

0
x 1 x 2

β − γ −
+ =

− −
 έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (1 , 2) . 
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α.  

• Θεωρούµε τη συνάρτηση F , µε 
x

0
F(x) f (t)dt= ∫  . Η f είναι συνεχής στο [0 , 2] , άρα η F είναι 

παραγωγίσιµη στο [0 , 2] µε F (x) f (x)′ =  . 

• Θεωρούµε επίσης τη συνάρτηση f1 µε 1f (x) x f (x)= ⋅  . Η f1 είναι συνεχής στο [0 ,2] ως γινόµενο 

συνεχών , άρα η Η είναι παραγωγίσιµη στο [0 , 2] µε H (x) x f (x)′ = ⋅  . 

� Η συνάρτηση G , µε 
H(x)

G(x) F(x) 3
x

= − +  είναι συνεχής στο (0 , 2] ως πράξεις 

συνεχών (πηλίκο-άθροισµα – ολοκλήρωµα συνεχούς ) (1) . 

� στο 0x 0=                                                                                                                   

x 0 x 0

x 0 x 0

H(x)
lim G(x) lim[ F(x) 3]

x

H(x)
lim lim (F(x) 3)

x

0 F(0) 3 3 (2)

+ +

+ +

→ →

→ →

= − + =

= − + =

= − + =

                   

x

0

x 0 x 0

0
( )
0

L 'Hospital x 0

t f (t)dtH(x)
lim lim

x x

x f (x)
lim 0 f (0) 0

1

+ +

+

→ →

→

⋅
=

⋅
= = ⋅ =

∫
 

                         

2 2 2

2 2 2x 0 x 0

2

2 2 2x 0 x 0

1 1 t 6(1 1 t )(1 1 t )
G(0) lim lim

t t (1 1 t )

6t 6
lim lim 3 (3)

t (1 1 t ) 1 1 t

→ →

→ →

− − − − + −
= =

+ −

= = =
+ − + −

 

Από (2) και (3) έχουµε 
x o
lim G(x) G(0)

+→
= , άρα η G είναι συνεχής στο 0x 0=   (4) . Από (1) και (4) 

προκύπτει ότι η G είναι συνεχής στο [0 , 2] . 

β. Για x  ∈ (0 , 2) η G είναι παραγωγίσιµη ως πράξεις παραγωγισίµων 

    
2

2

2 2 2

H(x) H(x)
G (x) [ F(x) 3] [ ] F (x)

x x

H(x) H (x)x H(x)
[ ] F (x) f (x)

x x

x f (x) H(x) H(x) H(x)
f (x) f (x) f (x) .

x x x

′ ′ ′ ′= − + = −

′ −
′ ′= − = −

−
= − = − − = −

 

γ. (1
ος

 τρόπος) 

     Θα εφαρµόσουµε  Θ. Rolle για την G στο  [0,2]  

                 

• η G είναι συνεχής στο [0 , 2] 

• η G είναι παραγωγίσιµη στο (0 , 2) µε 
2

H(x)
G (x)

x
′ = −  

• 

G(0) 3

H(2)
G(2) F(2) 3 3

2

=



= − + =

   ,   διότι  

2 2

0 0

2 2

0 0

(t 2)f (t)dt 0 [t f (t) 2f (t)]dt 0

H(2)
t f (t)dt 2 f (t)dt 0 F(2) 0

2

− = ⇔ ⋅ − = ⇔

⋅ − = ⇔ − =

∫ ∫

∫ ∫
 

    από Θ. Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον α ∈ (0 , 2) ώστε 
2

H( )
G ( ) 0 0 H( ) 0

α
′ α = ⇔ − = ⇔ α =

α
. 
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(2
ος

 τρόπος)  

Με άτοπο: Αν   H (x) 0 G (x) 0′ ′≠ ⇔ ≠   στο   (0,2)  και αφού η  G′   είναι συνεχής θα διατηρεί 

σταθερό πρόσηµο  στο (0,2)  , οπότε η  G   θα είναι γνησίως µονότονη στο [0,2] .  

Έχουµε  

G(0) G(2) 3 3

0 2 ή ή

G(0) G(2) 3 3

< < 
 

< ⇒ ⇒ 
 > > 

 

Οπότε  είτε είναι αύξουσα  είτε φθίνουσα καταλήγουµε σε άτοπο.   

 

 

 

 

 

δ.     Θα εφαρµόσουµε  Θ. Μ.Τ.  για την G στο  [0,2]  

 

• η G είναι συνεχής στο [0 , α] 

• η G είναι παραγωγίσιµη στο (0 , α) µε 
2

H(x)
G (x)

x
′ = −   

    από Θ.Μ.Τ. υπάρχει ένα τουλάχιστον   ξ ∈ (0 , α) , τέτοιο ώστε 

( ) 0
0 0 0

2 2

2

0 0

H( )
f (t)dt 3 3 tf (t)dt f (t)dtG( ) G(0) H( )

G ( )
0

tf (t)dt f (t)dt.

α ξ α
Η α =

ξ α

α
− + − −α − ξ α′ ξ = ⇔ − = ⇔ − = ⇔

α− ξ α ξ α

α ⋅ = ξ ⋅

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


